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Caracterizacao dos Coldides do Solo (10 pontos)

A ciéncia dos coldides é util para caraterizar as particulas do solo porque muitas delas podem ser con-
sideradas particulas coloidais com dimensdo da ordem do micrometro . Por exemplo, o movimento
browniano (movimento aleatdrio de particulas coloidais) pode ser utilizado para medir o tamanho des-
sas particulas.

Parte A. Movimentos de particulas coloidais (1,6 pontos)

Vamos analisar o movimento browniano unidimensional de uma particula coloidal com massa M. A
equacdo de movimento para a sua velocidade v(t) é a seguinte:

Mo = —yu(t) + F(t) + F(t), M

em que v é o coeficiente de atrito, F'(¢) € uma forca devida a colisdes aleatorias com moléculas de agua
e F..(t) € uma forca externa. Na Parte A, assumimos que F,(¢) = 0.

ext

A1 Considere que uma molécula de agua colide com a particula em ¢ = ¢,  0.8pt
fornecendo-lhe um impulso I,, e depois da colisdo temos F(t) = 0. Se for
v(t) = 0 antes da colisdo, tem-se v(t) = vye~*"%)/T parat > t,. Determine v, e 7,
usando I, e os parametros necessarios da Eq. (1)

A sequir, pode utilizar 7 nas suas respostas.

A2 Na realidade, varias moléculas de agua colidem com a particula sucessivamente  0.8pt
Supondo que a colisao de ordem ¢ fornece um impulso I, no instante ¢,, deter-
mine v(t) na condicdo de ¢t > 0 e v(0) = 0. D& também a inequagao que es-
pecifica o intervalo de valores de ¢; que é necessario considerar para um dado
t. Na folha de respostas, ndo é necessario especificar esta gama de valores na
expressao de v(t).

Parte B. Equacgao efectiva do movimento (1,8 pontos)

Os resultados obtidos até agora implicam que as velocidades das particulas v(¢) e v(¢") podem ser con-
sideradas quantidades aleatérias ndo-correlacionadas se |t — t’| > 7. Com base nisso, , introduzimos
um modelo tedrico para descrever aproximadamente o movimento Browniano unidimensional em que
a velocidade varia aleatoriamente em cada intervalo de tempo ¢ (>> 7), ou seja

’U(t) =7 (tnfl <t< tn)> (2)

n

comt, =nd (n=0,1,2,-) e uma quantidade aleatéria v,,. Satisfaz

() =0, (0, = {fj B, ®

com um parametro C que depende de §. Aqui (X) indica o valor esperado de X. Ou seja, se obter
infinitas vezes numeros aleatérios X , a sua média sera (X).

Consideramos agora o deslocamento da particula Ax(¢) = z(¢t) — z(0) para t = N6 sendo N um numero
inteiro .
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B.1 Determinar (Axz(t)) e (Az(t)?) usando C, §, e t. 1.0pt

B.2 A quantidade (Ax(t)?) é designada por deslocamento quadratico médio (MSD).  0.8pt
E um observavel carateristico do movimento Browniano, que corresponde ao
caso limite § — 0. A partir deste caso limite, podemos mostrar que C « §* e
(Az(t)?) o t%. Determine os valores de a e 3.

Parte C. Eletroforese (2,7 pontos)

Nesta seccdo abordamos a eletroforese, ou seja, o transporte de particulas carregadas por um campo
elétrico. Uma suspensdo de particulas coloidais com massa M e carga @ (> 0) é colocada num canal
estreito com uma secgao transversal A (Fig.1(a)). Ignoramos a interacdo entre as particulas, os efeitos
da parede, o fluido e os ides que possam la existir, e a gravidade.

(a) (b) (C) vo
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Fig.1: Configuragao para a Parte C.

Ao aplicar um campo elétrico uniforme E na direcao z, as particulas sao transportadas e a sua concen-
tracdo n(z) (nUmero de particulas por unidade de volume) torna-se nao uniforme (Fig.1(b)). Quando E
é removido, esta nao uniformidade desaparece gradualmente. Este facto deve-se ao movimento brow-
niano das particulas. Se n(z) ndo for uniforme, o nimero de particulas que vdo para a direita e para a
esquerda pode diferir (Fig.1(c)). Isto gera um fluxo de particulas J,(z), 0 nUmero médio de particulas
que fluem no ponto z, ao longo do eixo z, por unidade de area de sec¢do transversal e unidade de tempo.
Sabe-se que este fluxo satisfaz

an

Jp(x) =

em que D é designado por coeficiente de difusdo.

Suponhamos, para simplificar, que metade das particulas tem velocidade +v e a outra metade tem ve-
locidade —v . Seja N, (z,) o numero de particulas com velocidade +v que atravessa z, da esquerda
para a direita por unidade de area transversal e por unidade de tempo. Para particulas com velocidade
+vatravessarem z, no intervalo de tempo ¢, estas tém que estar na regido sombreada da fig. 1(c). Como

d € pequeno, tem-se que n(x) =~ n(x,) + (z — xo)%(xo) nesta regiao.

CA1 Expresse N_(z,)usando as quantidades que forem necessarias de entre 0.5pt

v, 6, n(xg), € %(%)-
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Definimos N_(z,) como a contraparte de N, (z,) para a velocidade —v. Assim, temos J,(z,) = (N, (zq) —
N_(z,)). De acordo com a Eq. (3), temos (v?) = C.

C.2 Determine J,(z) usando as quantidades necessarias de entre C, §, n(z,) e 0.7pt

dn(z,). Utilizando essa expressado e a Eq.(4), expresse D em fungdo de C e de ,

e (Az(t)?) em fungdo de D e de .

Discutimos agora o efeito da pressdo osmatica II. Esta é dada por IT = NLART = nkT com a N, constante
de Avogadro, R a constante dos gases, T a temperatura, e k = N% a constante de Boltzmann. Conside-
remos a concentra¢ao nao uniforme que foi formada sob o efeito do campo elétrico E (Fig.1(b)). Como
n(z) depende de x, 0 mesmo acontece com II(x). Assim, as forcas devidas a II(z) e a II(x + Az) devem
ser equilibradas com a forga total do campo E que actua sobre as particulas (Fig.2). Neste caso con-
sideramos Az pequeno, de modo que n(x) pode ser considerado constante neste intervalo, enquanto
n(z + Az) —n(z) ~ Az (z).

Fig.2: Balanco de forcas.

C.3  Exprimir 2¢(z) usando n(z), T, @, E, e k. 0.5pt

Vamos agora discutir o equilibrio do fluxo. Para além do fluxo J,(z) devido ao movimento browniano,
existe também um fluxo devido ao campo elétrico, J,(z). Este fluxo é dado por

Jo(z) = n(z)u, (5)

em que u é a velocidade terminal das particulas deslocadas pelo campo.

c4 Para determinar v, utilizamos a Eq.(1) com F,(t) = QE. Como v(¢) varia, consi-  0.5pt
deramos (v(t)). Assumindo (v(0)) = 0 e utilizando (F(t)) = 0, determine (v(t)) e

obtenha o valor de v = lim,_, _(v(t)).

Cc5 O balango de fluxo implica que Jy(z) + Jo(z) = 0. Exprima o coeficiente de  0.5pt
difusdo D emfuncaodek, v, eT.

Parte D. Deslocamento quadratico médio (2,4 pontos)

Suponha que é observado o movimento browniano de uma particula coloidal esférica isolada, de raio
a = 5.0 um, em agua. A figura 3 mostra o histograma dos deslocamentos Az medidos na dire¢cdo = em
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cada intervalo de tempo At = 60 s. O coeficiente de atrito é dado por v = 6wan com a viscosidade da

adguaigualan =28.9 x 10~* Pa-s e a sua temperatura 7' = 25 °C.

70 T T
60 L h B i Ax (um) | -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
sol | ] Ncount 0 0 0 2 4 11 15
540 B 1
z Ax (um) -3 -2 -l 0 1 2 3
= 30r T Neomn 35 44 58 68 59 50 26
20 - 1
10F . Ax (um) 4 5 6 7 8 10
0 L ! L —_ Ncount 15 5 4 3 0 1 0
-10 -5 0 5 10
Az (um)
Fig.3: Histograma da distribuicao dos deslocamentos.
D.1 Estimar ovalorde N,, sem usar o facto de ser a constante de Avogadro, até dois  1.0pt

algarismos significativos, a partir dos dados da Fig.3. A constante dos gases
tem o valor R = 8.31J/K- mol. Nao utilize o valor da constante de Boltzmann O
fornecido nas Instru¢des Gerais. Quanto a constante de Avogadro, pode acon-
tecer que obtenha um valor diferente daquele que esta nas Instruc¢des Gerais.

Agora estendemos o modelo da Parte B para descrever o movimento de uma particula com carga @
sob um campo elétrico E. A velocidade da particula v(t) considerada na Eq. (2) deve ser substituida por
v(t) =u+wv, (t,_4 <t <t,) com v, satisfazendo a Eq. (3) e sendo u a velocidade terminal considerada

na Eq. (5).

D.2 Exprima o MSD (Ax(t)?) em funcdo de u, D, et. Obter leis de poténcia aproxima-
das para ¢ pequeno e para t grande, bem como o tempo carateristico ¢, em que
esta mudanca de comportamento ocorre. Desenhe um grafico aproximado do
MSD num grafico log-log, indicando a localizagao aproximada de ¢,.

0.8pt

De seguida, consideramos os microbios nadadores (Fig.4(a)), apenas numa dimensao espacial, para sim-
plificar (Fig.4(b)). Trata-se de particulas esféricas com raio a. Nadam a velocidade +u, ou—u,, sendo o
sinal escolhido aleatoriamente em cada intervalo de tempo §,, sem correlacao. O movimento observado
€ uma combinacdo de deslocamentos devidos a nata¢do e de deslocamentos devidos ao movimento

browniano de uma particula esférica.
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(a) (b)
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Fig.4: (a) Movimento dos micrébios. (b) Versao unidimensional do deslocamento.

D.3 A Figura 5 apresenta o MSD (Axz(t)?) desses micrébios, mostrando diferentes  0.6pt
leis de poténcia para valores de tpequenos, grandes e intermédios, indicadas
por linhas a tracejado. Obtenha a lei de poténcia para cada um dos trés interva-
los de tempo e expressa-a usando as quantidades necessarias de entre D, uy, d,
et.
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Fig.5: Deslocamento quadratico médio dos micrébios.

Parte E. Purificacdo da agua (1,5 pontos)

Neste ponto discutimos a purificagdo da agua, incluindo as particulas do solo semelhantes a coléides
nela dissolvidas, através da adicao de electrolitos para as coagular. As particulas interagem através da
forca de van der Waals e da forca eletrostatica, esta Ultima incluindo os efeitos das cargas superficiais
e da camada circundante de ides com carga de sinal oposto (estes ides e a sua camada sao designados
por contra-ides e camada dupla elétrica, respetivamente; ver Fig.6(a)). Como resultado, o potencial de



Theory

12h -

INTERNATIONAL PHYSICS OLYMPIAD

2023 TOKYO JAPAN
Portugues (Portugal)

interacdo para uma distancia da particula d (Fig.6(b)) é dado por

Be(k;T)ze_d//\

- (6)

em que A e B sao constantes positivas, € & a constante dieléctrica da agua e )\ é a espessura da camada
dupla elétrica. Assumindo que as cargas dos ifes sdo +q, temos

ekT
2N ,q2c

onde c é a concentracdo molar do ido.

(@) o 2 o o —~o (b)

o © O S)
S © o ©
O S)
Fig.6: (a) Cargas superficiais das particulas coloidais e dos contra-i8es. (b) Defini¢do da distan-
cia d.
E.1 A adicao de cloreto de sédio (NaCl) a suspensdo provoca a coagulacdo das par-  1.5pt

ticulas coloidais. Determinar a menor concentracdo ¢ de NaCl necessaria para
que a coagulacdo ocorra. E suficiente considerar apenas duas particulas sem
flutuagdes térmicas, ou seja, F'(t) = 0 na Eq.(1), e assumir que a velocidade
terminal para a for¢a potencial em causa é atingida instantaneamente.




Theory

12h -

INTERNATIONAL PHYSICS OLYMPIAD

2023 TOKYO JAPAN
Portugues (Portugal)

Estrelas de Neutroes (10 pontos)

Discutimos a estabilidade dos nucleos atémicos grandes e estimamos tedrica e experimentalmente a
massa das estrelas de neutrdes.

Parte A. Massa e estabilidade dos nucleos (2,5 pontos)

A energia em repouso de um nucleo atémico m(Z, N)c? constituido por Z protdes e N neutrGes é menor
do que asoma das energias em repouso dos protdes e dos neutrdes, a sequir designados conjuntamente
por nucledes, pela energia de ligacdo B(Z, N), onde ¢ é a velocidade da luz no vazio. Ignorando peque-
nas correc¢des, podemos aproximar a energia de ligagdo a soma do termo de volume a,,, do termo de
superficie ag, do termo de energia de Coulomb a., e do termo de energia de simetria as,, da seguinte
forma.

72 (N — 2)?

m(Z,N)e? = Amyc® = B(Z,N),  B(Z,N) = ayA—asA? —ap—s — gy ——"—, 1)

emque A =7+ N é o niumero de massa e m, € a massa do nucledo. No calculo, utilizar ay, ~ 15.8 MeV,
ag ~ 17.8 MeV, ac =~ 0.711 MeV, € agyy, ~ 23.7 MeV (MeV = 109 electroes-volt).

A1 Usando a condicdo Z = N, determinar A de forma a maximizar a energia de  0.9pt
ligagdo por nucleo, B/ A.

A.2 Sob a condicdo em que A é fixo, 0 niUmero atémico do nucleo mais estavel Z*é  0.9pt
determinado a partir da maximizacdo de B(Z, A — Z). Para A = 197, calcule Z*
usando a Eq. (1).

A3 Um nucleo com um valor de A elevado divide-se em nucleos mais leves através  0.7pt
de fissdo, de modo a minimizar a energia da massa em repouso total . Por
simplicidade, consideramos uma das muitas maneiras de quebrar um nucleo
com (Z,N) em dois nucleos iguais, que ocorre quando a seguinte relagdo de
energia é valida,

m(Z,N)c? > 2m(Z/2,N/2)c?.
Quando esta relagdo é escrita como

2 ag
A /A > Cfissionia
ac

obter Cyiion, COM até dois algarismos significativos.

Parte B. A estrela de neutrdes como um nucleo gigante (1,5 pontos)

Para nucleos grandes, com um numero de massa suficientemente elevado A > A_., em relacao ao li-
miar A, estes nucleos permanecem estaveis relativamente a fissdo nuclear devido a energia de liga¢do
suficientemente grande com origem na gravidade.
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B.1 Assumimos que N = A e Z = 0 para valores de A suficientemente grandes e  1.5pt
que a Eq. (1) continua a ser valida com a adicdo de um termo de energia de
ligacdo gravitavional. A energia de ligacao devida a gravidade é

3GM?>

Bgrav = 5 R’
onde M =mpyAe R= RyA"3,com R, ~ 1.1 x 107> m = 1.1fm, sdo a massa e
o raio do nucleo, respetivamente.
Para By, = agravA5/3, obter ag,, , em MeV, até ao primeiro algarismo significa-
tivo. Em seguida, ignorando o termo de superficie, estimar A, até ao primeiro
algarismo significativo. No célculo, utilizar myc? ~ 939 MeV e G = hc/M%, onde
Mpc? =~ 1.22 x 10?2 MeV e hc ~ 197 MeV - fm.

Parte C. Estrela de neutrdes num sistema binario (6,0 pontos)

Algumas estrelas de neutrbes sao pulsares que emitem regularmente ondas electromagnéticas, a que
chamamos "luz” para simplificar, com um periodo constante. As estrelas de neutrdes formam frequen-
temente sistemas binarios com uma ana branca. Consideremos a configuragdo estelar mostrada na Fig.
1, em que um impulso de luz de uma estrela de neutrdes N para a Terra E passa perto de uma ana branca
W do sistema binario. A medi¢ao destes sinais influenciados pela gravidade da estrela permite estimar
com exatiddo a massa de W, como se explica a seguir, o que resulta numa estimativa da massa de N.

a b
@ / b) ]
o 2=0 ) =0 O ®
= I b I = b
TN ; TE TN TE
d d
we we

Fig. 1: ConfiguragGes com o eixo dos z ao longo da linha que liga N a E. (a) Para 2, < 0 e (b)
para z, > 0.
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CA1 Como mostra a figura abaixo, sob a aceleracdo gravitacional constante g coloca-  1.0pt
mos dois niveis I e Il com uma diferenca de altura Ah(> 0). Colocamos relégios
idénticos em I, II e F, o sistema em queda livre, designando-os por relégio-I,
relégio-II e reldgio-F, respetivamente.

I

Montagem da experiéncia mental

Assumimos que um observador acompanha o relégio F, e inicialmente F esta
colocado a mesma altura que o relégio I e a sua velocidade é nula. Como os
relégios sdo idénticos, eles registam intervalos de tempo iguais, A7, = Ar. De
seguida, deixamos F cair livremente e trabalhamos no sistema de referéncia
de F, que é considerado como sendo inercial. Neste sistema de referéncia, o
relogio II passa pelo relégio F' com velocidade v, de modo que a dilatagao do
tempo do relégio II pode ser determinada através da transformacao de Lorentz.
Quando um intervalo de tempo A7 passa no relégio F, passa um intervalo de
tempo Ar; no relégio I1.

Determine Ar; em funcdo de A7 até a primeira ordem em Ag/c?, em que
A¢ = gAh é uma diferenca do potencial gravitacional, isto é, a energia potencial
gravitacional por unidade de massa.

C.2 Sob o efeito do potencial gravitacional ¢, o atraso temporal varia a velocidade  1.8pt
efetiva da luz observada no infinito, c.¢, apesar da velocidade local da luz no
vazio ser ¢. Quando ¢(r = o) = 0, cefr pode ser dada até primeira ordem em

¢/c* como
2¢
Coff (1 + 672) Cc

incluindo o efeito da distorcao espacial, que ndo foi considerada em C.1. Note-
se que a trajetdria da luz pode ser aproximada a uma linha reta.

Como se mostra na Fig. 1 (a), tomamos o eixo dos z ao longo da trajetoria da
luz desde a estrela de neutrbes N até a Terra E, e colocamos = = 0 no ponto
em que a ana branca W esta mais proxima da trajetéria da luz. Seja z, (< 0) a
coordenada de posicao em z de N, z (> 0) a posi¢ao de E e d a distancia entre
W e a trajetoria da luz.

Faca uma estimativa das altera¢des no tempo de chegada At da luz de N para
E causadas pela ana branca com massa My, e calcule a resposta de uma forma
simples, ignorando os termos de ordem superior das seguintes quantidades
pequenas : d/|zy| < 1, d/xp < 1, @ GMyp/(c*d) < 1. Se necessario, use a
seguinte férmula.

(log is the natural logarithm)

2 2
Lo (Wrdﬂ") e

dx
/\/1132-i-d275 Va2 +d* —x
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c3 Como se mostra abaixo, num sistema estelar binario, supde-se que Ne Westdo  1.8pt
a mover-se em Orbitas circulares com excentricidade zero em torno do centro
de massa G no plano da érbita. Seja ¢ o angulo de inclinacao orbital medido
desde o plano da érbita até a linha dirigida de G para E, e seja L a distancia
entre N e W, e My, a massa da and branca. No que se segue, assumimos que
ek 1.

Sistema estelar binario.

Observamos sinais luminosos de N em E, longe de N. O percurso da luz até E va-
ria com o tempo, dependendo da configuracao de N e W. O atraso no intervalo
de tempo de chegada dos sinais a E tem um valor maximo At¢,,,, para zy ~ —L
e o valor minimo At,, para zy =~ L (veja na Fig.1 (b) a configura¢do usada).
Calcule At . — Atin de uma forma simples, sem ter em conta os termos de
ordem superior nas quantidades pequenas, como se fez em C.2. Note que se
supde que os atrasos devidos a gravidade de objectos estelares que ndo W se
anulam no calculo de At .« — Atmin-

c4 A figura abaixo mostra os atrasos observados em fungao da fase orbital o para  0.8pt
um sistema estelar bindrio com L ~ 6 x 105 km e cos e ~ 0.99989. Estime M, em
fun¢do da massa solar M, e apresente os resultados para a razdo M,y /M, até
ao primeiro algarismo significativo. Aqui pode ser usada a rela¢do aproximada
GM,/c3 ~ 5 ps.

At [ps]

¥

Atrasos no tempo observados At em func¢do da fase orbital ¢ (indicada
na figura em C.3) para localizar N e W nas orbitas.
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Cc.5 No sistema binario de estrelas de neutrdes, duas estrelas libertam energia e  0.4pt
momento angular através da emissdo de ondas gravitacionais, e acabam por
colidir e fundir-se. Por simplicidade, consideremos apenas um movimento cir-
cular com raio R e velocidade angular w, verificando-se w = yRP com x uma
constante independente de w e de R se forem ignoradas os efeitos relativisti-
cos. Determine o valor de p.

c.6 A amplitude da onda gravitacional emitida pelo sistema binario em C.5 é pro-  0.2pt
porcional a R?w?. A figura abaixo mostra qualitativamente quatro perfis tem-
porais diferentes das ondas gravitacionais observadas antes da colisdo de duas
estrelas. Seleccione o perfil de (a) a (d) mais adequado.

(@) (b)

t t
© (d)

t t

Perfis de dados observados para ondas gravitacionais.




Theory

12h -

INTERNATIONAL PHYSICS OLYMPIAD

2023 TOKYO JAPAN
Portugues (Portugal)

Agua e Objectos (10 pt)

Neste problema, consideramos os fendmenos causados pela interacdo entre a agua e os objectos nela
colocados, relacionados com a tensdo superficial. A parte A trata do movimento, enquanto as partes B
e Clidam com situagdes estaticas

Se necessario, pode utilizar o facto de que se a fun¢ao y(x) satisfaz a equacao diferencial y” (z) = ay(z) (a
é uma constante positiva), entdo a sua solucdo geral é y(z) = AeV* + Be~V%*, onde A e B s3o constantes
arbitrarias.

Parte A. Fusdo de gotas de agua (2,0 pontos)

Como se mostrado na Fig.1, consideramos duas gotas de dgua esféricas e estaciondrias na superficie de
um material super-hidrofébico, ou seja, existe uma forga repulsiva forte entre o material e a agua.

Inicialmente, duas gotas de agua esféricas idénticas vizinhas sao colocadas na superficie; em seguida,
estas duas gotas fundem-se depois de se tocarem e formam uma gota de agua esférica Unica maior,
que salta subitamente para cima.

A1 O raio a de cada uma das gotas de dgua antes da fusdo € 100 um. A densidade  2.0pt

da agua p € 1.00 x 10% kg/m?. A tensdo superficial v é 7.27 x 1072 J/m?2,
Uma fracdo k da diferenca entre a energia superficial antes e depois da fusdo
das gotas, AE, é transformada na energia cinética usada no salto da gota de
agua final. Determine entdo a velocidade inicial de salto, v, da gota de agua
fundida resultante, com dois algarismos significativos, sob os seguintes pres-
supostos:

* k=0.06

* Antes e depois da fusdo, o volume total de agua é conservado.

—> —> ﬁ

Fig. 1: Fusdo de duas gotas de agua e salto da gota de agua apds a fusao.

Parte B. Uma placa colocada verticalmente (4,5 pontos)

Uma placa plana é imersa verticalmente em agua. As figuras 2(a) e 2(b) mostram, respetivamente, as
formas da superficie da agua junto das placas constituidas por materiais hidrofilicos (atrativos) e hidro-
fobicos (repelentes). Nao é considerada a espessura da placa.

A superficie da placa esta no plano yz e a superficie horizontal da agua, afastada da placa, esta no plano
zy com z = 0. A forma da superficie ndo depende da coordenada y. Seja 6(z) o angulo entre a superficie
da agua e o plano horizontal num ponto (z, z) da superficie da agua no plano zz. O angulo 6(z) é me-
dido em relagdo ao eixo positivo = e a rotagao no sentido anti-horario é considerada positiva. Seja 6(x)
designado como 6, no ponto de contacto entre a placa e a superficie da dgua (com coordenada z = 0).
A seqguir, 6, é fixo pelas propriedades do material da placa.



Theory

IPho -

INTERNATIONAL PHYSICS OLYMPIAD

2023 TOKYO JAPAN
Portugues (Portugal)

Adensidade da agua p é constante e a tensdo superficial da agua v é uniforme. A constante de acelera¢ao
gravitacional é dada por g. A pressao atmosférica, P,, é considerada como sendo sempre uniforme.
Nos proximos passos vamos determinar a forma da superficie da dgua. Note que a unidade de tensao
superficial é J/m? e também N/m.

(a) (b)

Fig. 2: Placas imersas verticalmente na agua. (a) Placa de material hidrofilico;
(b) Placa de material hidrofébico.

B.1 Consideramos o caso de uma placa hidrofilica, como mostra a Fig.2(a). Obser-  0.6pt
vamos que a pressao da agua, P, satisfaz as condi¢bes P < P, paraz > 0 e
P = P, para z = 0. Entdo, exprima P no ponto z em termos de p, g, z, € F,.

B.2 Considere um bloco de dgua cuja forma é apresentada a sombreado na Fig.3(a).  0.8pt

A sua seccao transversal no plano xz € mostrada como uma area mais escura

na Fig.3(b). Sejam z, e z,, respetivamente, as coordenadas do lado esquerdo e

direito da fronteira (superficie da agua) entre o bloco de agua considerado e o

ar.

Obter uma componente horizontal (componente z) da forga total por unidade

de comprimento ao longo do eixo y, f,, que é exercida no bloco de 4gua devido

a pressao, em fungao de p, g, 1, e z,. Note que P, nao contribuiu para a forca
horizontal resultante sobre o bloco de agua.
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(b 2

Fig. 3: Forma recortada do bloco de dgua na superficie da dgua. (a) Vista aérea e (b) vista em
corte transversal.

B.3 A tensdo superficial que actua sobre o bloco de dgua é equilibrada pela forca  0.8pt
/., referida em B.2. Definimos, respetivamente, 6, e 6, como os angulos entre
a superficie da dgua e o plano horizontal nas extremidades esquerda e direita.
Exprima f, em funcdo de ~, 6;, e 0.

B.4 A equacdo seguinte é valida qualquer ponto arbitrario (z,z) na superficie da  0.8pt
agua,

1 72\
5 (Z) + cos §(x) = constant. (M

Determine o expoente a e exprima a constante ¢ em funcdo de v e p. Note
gue esta equacao é valida independentemente dos materiais da placa serem
hidrofilicos ou hidrofébicos .

B.5 Na Eq. (1) em B.4, assumimos que a variagao da superficie da dgua é lenta, ou  1.5pt
seja, |7/(z)| <« 1, de forma que podemos expandir cosf(z) em relagdo a z’'(x)
até a segqunda ordem. Depois, diferenciando a equacdo resultante em relagao
a x, obtemos a equacao diferencial a que z(x) satisfaz. Resolva esta equacgao
diferencial e determine z(z) para x > 0 em fungdo de tand, e ¢. Note que as
dimensdes nas dire¢des verticais apresentadas nas Figs. 2 e 3 estdo exageradas
para melhor visualizacdo e ndo satisfazem a condicao |2/ (z)| < 1.

Parte C. Interacao entre duas varetas (3,5 pontos)

As varetas idénticas A e B, feitas do mesmo material, que flutuam na superficie da agua em posi¢des
paralelas, sdo colocadas a mesma distancia do eixo dos y (Fig.4).
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Fig. 4: Duas varetas A e B paralelas a flutuar na superficie da dgua.

c1 Nos pontos de contacto da vareta B com a superficie da agua, definimos as  1.0pt
coordenadas z, e z, ao longo do eixo dos z, e também os angulos 6, e §,,, como
indicado na Fig.5. Determine a componente horizontal da for¢a por unidade de
comprimento ao longo do eixo y, F,, na vareta B em funcdo de 6,, 6y, z,. 2p, p

g, €.

Fig. 5: Corte transversal vertical de duas varetas paralelas a flutuar na superficie da agua.

C.2 Definimos a coordenada z da superficie da agua, z,, no ponto médio de duas  1.5pt
varetas no plano zz. Exprima a forca F, obtida em C.1 sem usar 6,, 6,, z,, € zp.

c3 Seja z, a coordenada x do ponto de contacto entre a superficie da aguaeolado 1.0pt
esquerdo da vareta B. Utilizando a equacao diferencial obtida em B.4, exprima
a coordenada do nivel da dgua z, do ponto médio entre estas duas varetas A e
B em funcdo de z, e z,. Pode utilizar a constante ¢ introduzida em B.4.




