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Problema 1 (9 pontos)
Este problema tem trés partes independentes.

Parte A (3 pontos)

Um pequeno disco de massa m é cuidadosamente colocado
na face interna de um cilindro oco de massa M e raio R. A
espessura do cilindro é desprezavel. O cilindro encontra-se
inicialmente em repouso numa superficie horizontal e o
disco é colocado a uma altura R acima do plano horizontal,
como mostra a figura. Determine o médulo da forga F entre
o disco e o cilindro no momento em que o disco passa pelo
ponto mais baixo da sua trajetdéria. Assuma que ndo ha
atrito entre o disco e a face interna do cilindro e que o
cilindro roda no plano horizontal sem deslizar. Denote por
g aaceleracdo da gravidade.

Parte B (3 pontos)

Uma bolha de sabdo de raior = 5,00 cm cujo interior esta preenchido por um gas diatémico ideal é
colocada no vacuo. A pelicula de sabdo tem uma espessurah = 10,0 um e uma massa volumica
p = 1,10 g/cm3. A tensio superficial da pelicula de sabdo é o = 4,00 X 102 N/m.

1) Deduza uma expressdo para a capacidade calorifica molar do gas na bolha e determine o seu
valor. Assuma que o aquecimento do gas é tdo lento que a bolha se mantém sempre em
equilibrio mecanico.

2) Deduza uma expressdo para a frequéncia w das (pequenas) oscilagdes radiais da bolha.
Determine o seu valor, assumindo que a capacidade calorifica da pelicula de sabdo é muito
maior que a do gas diatémico. Assuma ainda que o equilibrio térmico no interior da bolha é
atingido num intervalo de tempo muito inferior ao periodo das oscilagdes.

Sugestdo: Laplace mostrou que a tensdo superficial numa interface liquido-gas faz surgir uma

. ~ 20 . . . ; . .
diferenca de pressdo Ap = — entre o interior e o exterior de uma superficie curva de raio r.
r

Considere que, inicialmente, o interruptor S do circuito da figura esta
aberto, que o condensador de capacidade 2C estd carregado com uma
condensador de capacidade C se encontra
descarregado e que ndo circula qualquer corrente nas bobinas de
indutadncia L e 2! . O condensador carregado comeca entdo a descarregar.
No instante em que a corrente nas bobinas atinge o seu valor maximo, o
interruptor S é imediatamente fechado. Determine a corrente maxima I,
que vira a atravessar o interruptor S.

carga qg enquanto o

Parte C (3 pontos)
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9 pontos

Resposta Nota

Parte A (3 pontos)

Parte B (3 pontos)

C=

€
Il

Parte C (3 pontos)

Imax




@ :
i | 3

451Pn® Prova tedrica. Terca-feira, 15 de Julho de 2014 1/3

Problema 2. Equacao de estado de van der Waals (11 pontos)

No modelo do gas ideal cuja equacdo de estado obedece a lei de Clapeyron-Mendeleev, sdo desprezados
dois importantes aspetos: ignora-se o tamanho finito das moléculas do gas e desprezam-se as forcas de
interacdo entre estas. Em todo este problema a quantidade de matéria considerada é I"#$"%&'$('$)*!# .

Parte A. Equacao de estado para o gas nao ideal (2 pontos)

Tomando em consideracdo o tamanho finito das moléculas, a equagido de estado de um gas escreve-se
na seguinte forma:
P(V —b) =RT, (D
onde P,V eT sao, respetivamente, a pressdo do gas, o seu volume por mole e a temperatura. R designa a
constante dos gases ideais e b é uma constante caracteristica do gas, que representa algum volume a subtrair.

| Al | Estime b e exprima-o em funcdo do didmetro d das moléculas. (0,3 pontos) |

Para incluir o efeito das forgas de atra¢do intermoleculares, van der Waals prop0s a seguinte equacao de
estado, que descreve tanto gases como liquidos:

(P+ %) (V —b) = RT. (2)
Nesta equacdo a é outra constante caracteristica.

Uma isotérmica da equacdo (2), para temperaturas T abaixo de um certo valor critico T, esta
representada na Figura 1 (curva 1). Esta curva ndo-monotoénica é designada por isotérmica de van der Waals. A
curva 2 da mesma figura é a isotérmica do gas ideal a mesma temperatura. Uma isotérmica real difere da
isotérmica de van der Waals entre os volumes V; e V. Nessa regido a pressdo da isotérmica real mantém-se
constante (é o segmento AB da figura), representando a coexisténcia em equilibrio das fases liquida (indicada
por L) e gasosa (designada por G). Partindo da segunda lei da termodindmica, J. Maxwell mostrou que ! ;; , a
pressdo entre V; eV, deve ser tal que as dreas +e +4a sombreado na Figura 1) sejam iguais.

P P (
a
(P+F)(Vfb)—RT ]
(L)
A I B
P ______
. I (LG) \ l\\// V
| § (@) /
V. Ve 4
Figura 1. Isotérmica de van der Waals para os estados | Figura 2. Varias isotérmicas da equagio de estado de
liquido e gasoso (curva 1) e isotérmica do gas ideal | van der Waals.
(curva 2).

Com o aumento da temperatura, o segmento AB da isotérmica encolhe. Quando a temperatura e a
pressdo atingem, respetivamente, os valores T, e P;; = P, este segmento reduz-se a um Unico ponto. Os
parametros criticos P, e T, podem ser determinados experimentalmente com grande precisao.

A2 | Exprima as constantes de van der Waalsa e b em funcdode T.e P.. (1,3 pontos)
A3 | Paraadagua, T, = 647 Ke P, = 2,2 x 10’ Pa. Calcule a,, e b,, para a dgua. (0,2 pontos)
A4 | Estime o didmetro das moléculas de agua, d,,. (0,2 pontos)
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Parte B. Propriedades do liquido e do gas (6 pontos)

Nesta parte do problema iremos estudar algumas propriedades da dgua nos estados liquido e gasoso a

temperatura T = 100 °C. A esta temperatura, a pressio de saturagdo de vapor é p;g =po = 1L,LOX!I" ' 1" e a
massa molar dadguaé! ! !l 11072 kg/mol.

Estado gasoso

E razoavel assumir que a desigualdade V; >» ! se verifica quando a 4gua est4 no estado gasoso.
‘ B1 ‘ Obtenha uma expressdo para o volume V; em funcdode! ,T,p, e a. (0,8 pontos) ‘

Usando a lei dos gases ideais é possivel obter um valor V; muito préximo do anterior.

Ao, Lillg
TR 7

(0,3 pontos)

B2 | Calcule a diminuigio relativa do volume do gas devida as forgas intermoleculares,

Se o volume do sistema for reduzido abaixo de V, o gas comeca a condensar. No entanto, se for uma
amostra suficientemente pura, é possivel manter o gas num estado meta-estavel designado por vapor sobre-
arrefecido (que é mecanicamente estavel) até o volume atingir um certo valor V ;pin-

.~ s A s 7 . , dP
A condicdo de estabilidade mecanica, a temperatura constante, do gas sobre-arrefecido é —! 0.

B3 | Determine quantas vezes pode o volume de vapor de agua ser reduzido permanecendo o vapor num
estado meta-estavel. Por outras palavras, quanto é V;/V ¢nin? Calcule o seu valor numérico para a agua.
(0,7 pontos)

Estado liquido

Ao descrever agua no estado liquido recorrendo a equagdo de van der Waals, é razoavel assumir que
P <L a/VZ.

| B4 | Exprima o volume de agua liquida, V; , em funcdo de a,b!R e T. (1 ponto) |

Assumindo que !"# <« a, determine as seguintes caracteristicas da dgua. Ndo se admire se alguns dos
valores que determinar ndo coincidirem com valores tabelados e bem conhecidos!

B5 | Exprima a densidade p, da dgua liquida em fungdo de alguns dos pardmetros p,!,b e R e calcule o seu
valor numérico. (0,3 pontos)
. . X i 1 AV ~
B6 | Exprima o coeficiente de expansio térmica a = I_A_IL em funcdo de a,b! ! e calcule o seu valor
L] !

numérico. (0,6 pontos)
B7 | Exprima o calor latente de vaporizacdo da agua, L, em func¢do de p,a,be! e calcule o seu valor
numérico. (1,1 pontos)

B8 | Considerando uma camada mono-molecular de 4gua, estime a tensao superficial da agua, ! .
(1,2 pontos)
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Parte C. Sistema liquido-gas (3 pontos)

Partindo da regra de Maxwell mencionada anteriormente (igualdade de areas na curva 1 da Figura 1) e
recorrendo a uma integracao trivial, a equacao de estado de van der Waals e as aproximacdes feitas na Parte B,
é possivel mostrar que a pressdo de saturagdo de vapor p,. depende da temperatura T da seguinte forma

!
lanG=A+? , (3)
|
onde! e! sdo constantes que se podem escrever em funcdodeae! como: ! ! In (%) Bt b'—R.

W. Thomson mostrou que a pressio de saturagdo de vapor depende da

curvatura da superficie liquida. Considere um liquido que ndo molha a parede de
um capilar (o angulo de contacto é 180!). Quando o capilar é mergulhado no
liquido, o liquido no capilar desce devido a tensdo superficial (ver Figura 3).

C1 | Determine a pequena variacdo da pressdo de satura¢do de vapor, A! 1, j g h
sobre a superficie curva do liquido, exprimindo-a em func¢io da _/_Z_\___
densidade de vapor, Py da densidade do liquido, P da tensao superficial, v
I, e do raio de curvatura da superficie, ! . (1,3 pontos)

Os estados meta-estaveis, tais como os considerados na questdo B3, sdo
largamente utilizados em montagens experimentais. Um bom exemplo deste uso Figura 3. Capilar imerso
é a camara de nevoeiro, concebida para registar trajetérias de particulas num liquido que nio
elementares. Também ocorrem em fenémenos naturais tais como o orvalho  molha o material de que o
matinal, onde o vapor sobre-arrefecido condensa em goticulas liquidas. As capilar é feito
goticulas muito pequenas evaporam rapidamente, mas, se as goticulas forem
suficientemente grandes, podem crescer e formar gotas.

C2 | Suponha que no inicio da noite a temperatura ambiente é !, =!" I1C e o vapor de agua presente no ar
esta saturado. Se durante a noite a temperatura ambiente descer Al ! 1l0!IC, estime o raio minimo das

goticulas para que ndo evaporem rapidamente. Assuma que a pressdo do vapor de dgua se mantém e
use o valor tabelado para a tensio superficial da agua:! ! 7,3Ix " '' N/m. (1,7 pontos)
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Problema 3. Modelo simples de uma descarga num gas (10 pontos)

Uma descarga num gas acontece quando este é atravessado por uma corrente elétrica. Ha varios
sistemas onde ocorrem este tipo de descargas: em certas lampadas de iluminagio, na solda de alguns metais ou
entre as nuvens e a Terra sob a forma de relampagos.

Parte A. Descarga num gas que nao é auto-sustentada (4,8 pontos)

Nesta parte do problema sera estudada uma descarga num gas que nao é auto-sustentada, isto é, uma
descarga que s6 se mantém se houver a acdo permanente de um ionizador externo. Considere entdo um
ionizador que cria uniformemente no gas Z.y pares eletrdo-ido positivo por unidade de volume e por unidade
de tempo.

No momento em que este ionizador é ligado, tanto o nimero de eletres como o de ides comega a
crescer. Este crescimento é limitado pelo processo de recombinagdo, através do qual um atomo neutro é
formado quando um ido positivo se recombina com um eletrdo livre. O nimero Z... de eventos de
recombinacdo que ocorrem no gas por unidade de volume e por unidade de tempo é dado por

Zyrec = TMeMN;,
onde r é uma constante, o coeficiente de recombinacio, e n, e n; designam, respetivamente, o0 nimero de
eletrdes e de protdes por unidade de volume.

Suponha que o ionizador externo é ligado em t = 0, e que nesse instante as concentrac¢des de eletrdes e
de ides sdo nulas. Neste caso a concentragdo de eletroes n,(t) depende do tempo da seguinte forma:

n,(t) = ny + atanh bt,
onde ng, a e b sdo constantes, e tanh x é a funcao tangente hiperbdlica.

| Al | Encontre ngy, a e b e exprima-os em fungio de Zqy; € 7. (1,8 pontos) |

Assuma agora que dispde de dois ionizadores externos. Quando é ligado apenas o primeiro, a

concentracio de eletrdes no gas atinge o valor de equilibrio de n,; = 12 X 101° cm™3. Quando sé opera o

segundo ionizador, a concentracio de equilibrio de eletrdes é np, = 16 X 101%cm™3.

A2 | Determine a concentracdo de equilibrio de eletrdes, n,, quando os ionizadores sido ligados em
simultaneo. (0,6 pontos)

Atencdo! Nas questées seguintes assuma que o ionizador estd ligado durante um periodo de tempo
suficientemente longo para que todos os processos analisados estejam no regime estaciondrio, ndo havendo
quaisquer dependéncias temporais. Despreze também o campo elétrico criado pelas cargas em movimento.

Assuma que o gas preenche o espaco interior de uma caixa fechada (o tubo de descarga). Duas faces
paralelas da caixa sdo placas condutoras de 4rea S que estio separadas por uma distincia L « V/S. E aplicada
uma diferenga de potencial U entre estas duas placas de modo a criar um campo elétrico entre elas. Assuma que
as concentracgdes dos dois portadores de carga se mantém quase constantes no espaco entre as duas placas.

Considere que tanto os eletrdes (referidos pelo indice e) como os ides (referidos pelo indice i)
adquirem, devido ao campo elétrico E, um movimento ordenado com a mesma velocidade média v e que

v = PE,
onde 8 é uma constante designada por mobilidade dos portadores de carga.

A3 | Exprima a corrente elétrica I na regido entre as placas em funcdo de U,f,L,S, Zex, v € da carga
elementar e. (1,7 pontos)
A4 | Obtenha a resistividade pg,s do gas para valores suficientemente baixos da tensédo aplicada entre as
placas e exprima-a em funcio de 8, L, Zey, 7 € €. (0,7 pontos)
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Parte B. Descarga auto-sustentada (5,2 pontos)

Nesta parte do problema iremos estudar a ignicdo da descarga auto-sustentada de modo a mostrar
como se pode obter uma corrente elétrica entre as duas placas do tubo de descarga que se mantém a si prépria.

Atencao! No que se segue, assuma que o ionizador externo continua a operar com a mesma taxa Zeys,
despreze o campo elétrico devido aos portadores de carga (o campo elétrico no tubo é assim uniforme) e ignore
por completo o processo de recombinagado.

Na descarga auto-sustentada had dois processos
importantes que ndo foram considerados até agora. O
primeiro é uma emissao secundaria de eletrdes e o segundo é Q0 o—>
a formacio de uma avalanche de eletroes. A emissio
secundaria de eletrdoes ocorre quando ides atingem o catodo o
(o elétrodo negativo) e arrancam eletroes que sdo depois o—>
arrastados até ao dnodo (o elétrodo positivo). A razdo entre o
nimero N, de eletrdes arrancados por unidade de tempo e o -
nimero N, de ides que atingem o citodo por unidade de
tempo é designada por coeficiente de emissdo secundaria de
eletrdes, y = N, /N,. A formacdo da avalanche de eletrdes da- o X x+dx L X
se quando eletrdes livres sdo acelerados pelo campo elétrico,
ganhando energia cinética suficiente para ionizar, por colisdo, os atomos do gas. O resultado desta ionizacdo é o
aumento significativo do niumero de eletrdes livres que se dirigem para o dnodo. O processo de avalanche é
caracterizado recorrendo ao coeficiente de Townsend, a, que relaciona o aumento dN, do nimero de eletrdes
livres ao longo de uma distancia dl com o nimero N, de eletrdes livres que atravessam essa regido, i.e.

dN
£ = aN,.
al

A corrente elétrica total, I, que atravessa qualquer seccido do tubo é decomponivel numa corrente de
ioes I;(x) e numa corrente de eletrdes I, (x). Estas correntes, em regime estacionario, dependem da coordenada
x indicada na figura acima. A corrente de eletrdes I, (x) varia ao longo do eixo-x de acordo com a férmula

I,(x) = Cie* + A,,

E<€

onde A4, A, e C; sdo constantes.

| B1 | Obtenha A4 e A, e exprima-os em funcio de Zy, @, e, L e S. (2 pontos) |

A corrente iénica I;(x) varia ao longo do eixo-x de acordo com a férmula
I;(x) = C; + Bye"?*,
onde B4, B, e C;, sdo constantes.

B2 | Encontre B; e B, e exprima-os em funcio de Zey, a,e,L,S e Cy. (0,6 pontos)
B3 | Escreva a condicgio fronteira para /;(x) em x = L. (0,3 pontos)
B4 | Escreva as condicoes fronteira para [;(x) e [,(x) em x = 0. (0,6 pontos)

B5 | Determine a corrente total I e exprima-a em funcdo de Zqy, @, v, e, L e S. Assuma que permanece finita.
(1,2 pontos)

Considere que o coeficiente de Townsend, «, é constante. Para tubos de comprimento superior a um
certo valor critico, i.e. quando L > L., o ionizador externo pode ser desligado ao fim de algum tempo, visto que
a descarga se tornou auto-sustentada.

| B6 | Obtenha L., e exprima-o em funcdo de Z., @, 7, €,L e S. (0,5 pontos) |
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Modelo simples de uma descarga num gas (10 pontos)

Parte \ Resposta \ Nota

Parte A. Descarga num gas que nido é auto-sustentada (4,8 pontos)

nO -

AL |
1,8 pts h
b=

A2 |

0,6 pts e
A3 |
1,7 pts -
A4, _
0,7 pts p=

Parte B. Descarga auto-sustentada (5,2 pontos)

A, =
B1.
2,0 pts
A, =
B, =
B2.
0,6 pts
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B4.
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