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INSTRUCOES:

1 - O tempo disponivel € de 5 h.

2 - Escreva claramente o seu nome e pafs na respectiva folha. NAO se identifique de
qualquer forma nas restantes folhas da prova. Escreva também o nimero de folhas que

utilizou na resolucéo da prova, incluindo aquela em que se identifica.

3 - Tem a sua disposi¢do dois tipos de folhas: folhas brancas com logétipo, que sdo as folhas
de resposta onde s6 pode escrever no lado com o logétipo; e folhas de rascunho (em papel

reciclado) que sdo para entregar mas que NAO serdo corrigidas.

4 — Identifique claramente o problema e a alinea a que estd a responder.

5 — Sempre que comecar a responder a um novo problema, utilize uma NOVA folha de
resposta. NUNCA misture numa mesma folha respostas a problemas diferentes. Por exemplo,

NAO comece a responder ao problema 3 na folha onde j4 tenha respondido ao problema 2.

6 - Quando terminar, organize e numere todas as folhas de maneira 16gica (no canto superior
direito), e coloque-as no envelope juntamente com o enunciado e as folhas de rascunho. Se,
por exemplo, tiver escrito 12 paginas (incluindo a que tem a sua identificacdo), a 3" pigina

deve sera 3/12.

7 - Nao é permitido levar consigo qualquer papel nem qualquer outro material que esteja no

posto de trabalho.



1. Planeta-disco (8 pontos)

Os livros da série Discworld de Terry Pratchett passam-se num planeta com a forma

invulgar/curiosa de um disco plano.

Figura 1: Um planeta em forma de disco plano.

Cré-se que o planeta estd suportado em quatro grandes elefantes que viajam no espago
sobre uma enorme tartaruga, mas esses detalhes nao sao relevantes.
Interessa-nos aqui explorar aspectos do campo gravitico/gravitacional/gravitacional de um

planeta plano, usando as semelhancas entre a lei da gravitacdo universal e a lei de

Coulomb:
F“g =-—G msz é, (gravitagdo)
r
- 1 .
F, = 1 ql—ilze, (Coulomb)
e, r

(Dado: raio da Terra, Rt = 6,4 x 10° m)

(a) Segundo a Lei de Gauss, o fluxo do campo eléctrico/elétrico através de uma superficie

fechada € dado por

onde ¢ € a carga no interior da superficie.

Escreva a forma correspondente da Lei de Gauss para o campo gravitico/gravitacional.



(b) Usando a Lei de Gauss, determine o valor do campo gravitico/gravitacional no exterior
de um planeta com a forma de disco, num ponto préximo da superficie e afastado das
bordas. A espessura do disco € muito menor do que o seu raio e pode ser desprezada.

Considere que u € a densidade superficial de massa do planeta (massa por unidade de area).

(c) Nesta parte vai considerar que Discworld ¢ um planeta com espessura, com uma massa
volimica (ou densidade) igual a da Terra, p,, e uma aceleracdo da gravidade a sua
superficie, gp, igual a da Terra, g. Encontre a relacio entre a espessura de Discworld e o

raio da Terra.

(d) Ha um buraco que atravessa toda a espessura de Discworld. Supondo que o interior do
planeta tem massa volimica (ou densidade) uniforme, use a Lei de Gauss para mostrar que
o campo gravitico/gravitacional num buraco perpendicular a superficie tem a forma

g =g(z)e,, com

28,
d

g(x)=- Z,

em que z é a coordenada vertical com origem no plano médio do planeta e gp é o médulo

da aceleracdo da gravidade a superficie.

Figura 2: Um buraco que atravessa toda a espessura do Discworld.

(e) Mostre que um objecto/objeto qualquer que se deixa cair da borda do pogo vai oscilar

harmonicamente e determine o periodo do movimento.



2. Disco de Faraday (8 pontos)

Um disco metdlico (massa m, raio a) estd colocado numa regidao onde existe um campo

magnético uniforme, B, dirigido segundo o eixo do disco. Se o disco for colocado a girar
em torno do eixo com velocidade angular @, estabelece-se uma diferengca de potencial,

AV, entre a borda do disco e o eixo de rotacao.
(a) Determine a for¢a magnética, Fm , sobre as cargas livres do metal.

(b) Quando se alcanca o regime estaciondrio, a resultante das forcas eléctrica/elétrica e

magnética sobre as cargas livres do metal deve ser nula. Se a velocidade angular @ e o

campo magnético B tiverem o mesmo sentido, como mostra a figura, mostre que a

diferenca de potencial, AV , € dada pela expressao

av=2
T

em que ¢ € o fluxo do campo magnético através do disco e T o periodo de rotagao.

1

oot

Figura 1: Disco metdlico em rotacio num campo magnético uniforme.



(c) Imagine que € ligada uma resisténcia exterior R entre o eixo e a borda do disco, de
modo a permitir passagem de corrente. A diferenca de potencial e a velocidade angular
diminuem com o tempo, mas, em cada instante, AV é a mesma que existiria com o circuito
aberto, para essa velocidade angular. Fazendo um balanco de energia, mostre que a energia
cinética de rotacdo do disco, E., diminui com o tempo, por efeito Joule, de acordo com a

equacao

onde 7 € um tempo caracteristico. Exprima 7 em func¢do dos parametros conhecidos.

(d) Os resultados obtidos para discos sdo validos para cilindros. Comprovou-se
experimentalmente que um cilindro de cobre de massa m = 1 kg e raio a = 2 cm, colocado
num campo B =1 T, e com uma resisténcia de 10 € entre o eixo e a borda, parou cerca de
10 minutos depois de comecar a girar. Pode-se explicar esta observagdo experimental
considerando apenas a dissipa¢@o de energia por efeito Joule na resisténcia? Justifique a sua

resposta.



3. Precisao da datacao por carbono 14 (6 pontos)

Um is6topo diz-se radioactivo/radioativo quando, por exemplo, por emissao (ou captura) de
alguma particula, pode transformar-se noutro. Nestes tipos de transformacgdo, ou
decaimento, a taxa de desintegracdo, i.e., 0 nimero de dtomos que sofrem o processo, por
unidade de tempo, é proporcional ao nimero de dtomos existentes, N. Matematicamente,
isto € descrito por

N _ v,

dr

onde A é uma constante caracteristica de cada processo, que se designa por constante de
decaimento (ou constante de desintegracdo).

Em resultado do constante bombardeamento da parte superior da atmosfera por

raios cosmicos, o azoto 14 pode transformar-se em carbono 14 segundo a reacc¢ao/reagao
14 14 2 . . . .
-N+n—C+ p. Por sua vez, o carbono 14 € radioactivo/radioativo, com um tempo de

meia-vida de 5700 anos, e decai para azoto 14 segundo a reac¢do/reacao
HCoUN+ S+
( V representa um antineutrino).

O carbono 14 mistura-se com os outros isétopos de carbono existentes na natureza,
tal como o carbono 12, fazendo com eles parte dos compostos organicos. A percentagem
deste is6topo de carbono nos seres vivos é praticamente constante ao longo da sua vida.
Quando o ser vivo morre, deixa de haver trocas de carbono com o exterior € 0 teor em
carbono 14 vai baixando devido ao seu decaimento radioactivo/radioativo, ao passo que a
quantidade de carbono 12 permanece constante. Desta forma, é possivel efectuar/efetuar a

datacdo de uma amostra através da medicao da radioactividade/radioatividade presente.

(a) Relacione o tempo de meia-vida de uma amostra radioactiva/radioativa (tempo que
decorre até que o nimero de nucleos radioactivos/radioativos se reduz para metade) com a

constante de decaimento e calcule o valor desta para o carbono 14.

(b) Determine a idade de uma amostra que contém 10% do carbono 14 existente num ser

Vivo.



(c) Tendo em atencdo que actualmente/atualmente se consegue detectar/detetar uma
percentagem minima de 0,06% do carbono 14 existente numa amostra, estime qual € a

idade méaxima que se consegue determinar com esta técnica de datacao.

(d) A actividade/atividade € o nimero de desintegracdes por unidade de tempo. Qual € a

actividade/atividade de uma amostra de carbono onde existam 10'° 4tomos de carbono 14.



4. Arrefecimento/resfriamento de atomos (8 pontos)

O prémio/prémio Nobel em Fisica foi atribuido, em 1997, a Steven Chu, Claude Cohen-
Tannoud;ji e William D. Philips pela sua contribui¢ao no desenvolvimento de métodos para
arrefecer/resfriar e aprisionar atomos. Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle e Carl E. Wieman
utilizaram estes métodos para obter a condensacdo (o condensado) de Bose-Einstein em
gases diluidos de dtomos alcalinos, tendo por isso recebido o prémio/prémio Nobel em
Fisica em 2001. A base desses métodos € a técnica que se designa por “laser cooling”, na
qual se utiliza a colis@o entre fotdes/fétons (provenientes de um laser) e os dtomos do gés
que se pretende arrefecer/resfriar. O laser emite fotdes/fétons com uma energia tal que um
fotdo/f6ton pode ser absorvido quando colide com um atomo do gés.

Pretende-se arrefecer/resfriar um gds de atomos de sédio (M = 23 g/mol) que se
encontra a temperatura 300 K com um laser que emite fotdes/fétons com uma energia tal
que um atomo de sédio, ao absorver um fotdo/f6ton, transita/salta do estado fundamental

(Efuna = —5,14 eV) para o primeiro estado excitado (Ecxc = —3,04 eV).

Pode considerar que a temperatura do gés, 7, se relaciona com a energia cinética média, E.,

dos atomos de sodio através da expressao

onde kg € a constante de Boltzmann.

Dados: Na = 6,02x10% mol™; ¢ = 3,00x10°m s h = 6,63x10* I s; kg = 1,38x10°2 J K"
1eV=1,60x10""77.

Considere que os d&tomos sdo nao-relativistas/relativisticos.

(a) Qual ¢é a velocidade média de um dtomo de sédio num gas a 300 K?

(b) Obtenha uma expressdo para a variacdo da velocidade de um atomo de sédio quando

colide frontalmente com um fotao/féton do referido laser. Calcule o valor numérico para



essa variacdo, considerando que a energia do fotdo/féton absorvido ¢é
exactamente/exatamente igual a energia da transicdo. Quantas colisdes deste tipo seriam

necessdrias para parar um atomo de s6dio?

(c) Na realidade, como a variacdo da energia cinética do 4&tomo nao € nula, a energia do
fotao/féton ndo é exactamente/exatamente igual a energia da transicao.

(c.1) Mostre que a variagdo de energia cinética do dtomo associada a absorcdo do
fotao/féton numa colisdo frontal se pode escrever

2

b

AE, = —m|vi | |Av| +%m|Av

onde as grandezas |vi| e |Av| se referem aos moddulos dos vectores/vetores velocidade

inicial e variagdo da velocidade do dtomo, respectivamente.

(c.2) Calcule a razao AE./E, . para os atomos, usando a velocidade obtida em (a),
considerando que, neste caso, a primeira parcela da expressdo acima para AE, € a

dominante (ou seja, a segunda parcela do segundo membro dessa expressdo pode ser
desprezada) e que se pode usar para a variagdo de velocidade do dtomo o resultado

encontrado na alinea (b).

(d) A temperatura final atingida num arrefecimento/resfriamento deste tipo € limitada
inferiormente por aquilo que se designa o limite de recuo (recoil limit) associado ao recuo
dos 4tomos na emissdo e absor¢ao.

(d.1) Obtenha uma expressdo para a variagdo de energia cinética de um atomo com
velocidade inicial nula que absorve um fotao/féton e mostre que, neste caso, a energia do
fotao/féton tem que ser superior a energia da transicao atdmica/atémica.

2
fi

(d.2) Calcule a variagio de energia cinética da alinea anterior, sabendo que E; . /mc” pode

2
transicao

: 2 z 1
ser aproximado por E /mc”, onde m representa a massa do dtomo de sédio e E a

fotao
energia do fotdo/f6ton absorvido.

(d.3) Considere que o dtomo que absorveu um fotdo/féton nas condi¢des da alinea anterior,
ficando no estado excitado, emite um fotdo/féton na mesma direccao/direcao e sentido

oposto ao da sua velocidade. Calcule a variagdo de energia cinética do dtomo. Também



’

. ~ 2 2 2 2
neste caso pode usar a aproximagdo E; . /mc’ = E /mc~em que E

fotao transicao

¢ a energia do

fotao
fotdo/f6ton emitido.

(d.4) Considerando este processo de absorcao e emissdo calcule o ganho de energia final do
atomo e a temperatura a que corresponde. Qual é a importancia do processo no

arrefecimento/resfriamento de atomos?



1. Planeta-disco

(a) Fazendo as correspondéncias
qg—>m

1
dr e,

1
‘]1‘52 - -G—5
dre, r r

- -G

mm,

Se, por um lado, para o campo eléctrico, se tem

a forma da Lei de Gauss para o campo gravitico é

@, =—47Gm.

(b) Usando uma superficie gaussiana que contenha as duas superficies do planeta (ver
figura mais a frente, esquema 1))

D, =2g(x)A

em que g(z) é a componente z da aceleracdo da gravidade a altitude z e A € a drea da
base da superficie gaussiana (superficie cilindrica, por exemplo). Como a massa no
interior da superficie gaussiana é
Am = lIA
vem
2¢(z)A=—-4nGUA ou g(2)=-"2xnGu

de onde resulta

8(z)=—gp, =27Gu.

O campo ¢ uniforme e ndo varia com a distancia a superficie (desde que a aproximacao
de planeta “sem espessura” seja razodvel).

(c) Se o planeta tiver massa voliimica p, entdo L = p d, em que d € a espessura do
planeta. Como
8pw =27Gpy,d,
esendo g, =g € Pp, =Py =P,
g=2xGpd .
MT

2
T

: 4 .
Por outro lado, a superficie da Terra, g = = E”RTGP- Inserindo na expressao

acima,

dz%RT=4,3>< 10° m,




l:_'.l
W

| s il |
L= =

(d) Usando novamente uma superficie de Gauss com uma base fora do planeta, onde o
campo € —g, € a outra dentro e a distdncia z do plano central (figura acima,

esquema 2), onde o campo é — g(z), vem
P=-g,,A-g(2)A.

A massa contida no interior da superficie de Gauss ¢ Am = Ap(d/2—z)pelo que o
fluxo de campo gravitico também é dado por

¢>:—47ZGAp(%—zJ.
Igualando agora as duas expressdes obtidas para o fluxo, vem (notar que

ng :272-Gpd)

d 2z
to #4004 32 )= 12

e, finalmente,

2z
g8(z2)=—gp, ’)

(e) Como mostra a dltima expressao, a aceleracdo gravitica é proporcional a distincia ao
plano central, ou seja pode escrever-se na forma
d’z
dt’
O movimento de uma particula largada da superficie do planeta para dentro do pogo é
harmoénico simples com frequéncia angular

=—w'z.

W= 2g Dw
d
O periodo é, pois,
T = 2—7[ =27 d
w 28w

~ 2 o
Usando a expressdo d = ERT e substituindo valores, encontra-se

T=2x Ry =48,9 minutos
3g Dw




2. Disco de Faraday

(a) Na auséncia de corrente a velocidade dos electrdes € igual a velocidade de cada
ponto do cilindro:
v=awre,

Como B=B e, a forca magnética sobre os electrdes é dada por

F, =—eVXB=—evBé,

m

ou seja

F, =—-eBwre,.

(b) Para que a forca electromagnética Fem = q(E +VXB) seja nula surge um campo
eléctrico induzido tal que

E=-Bowré,.
Este campo depende da distincia ao eixo de rotacdo, E(r) =—Bawr. O campo eléctrico

aponta do exterior para o interior. Logo, a periferia do cilindro fica a um potencial
maior do que o seu centro. A diferenga de potencial entre qualquer ponto da periferia do
cilindro (P) e o centro (C) é

Vo —Vo = AV :%wBaz.

Designando a seccio recta do cilindro por A, tem-se A= 7a’ e a equacio acima pode

@ @ R . ~
escrever-se AV = 2—BA. Por um lado, Py =T é o inverso do periodo de rotagiio; por
V4 V4

outro lado, BA=¢ € o fluxo do campo magnético através da sec¢do recta do cilindro.
Portanto,

AV =

NS

(¢) Se o gerador de Faraday estiver ligado a uma resisténcia externa, R, a corrente que
passa na resisténcia é

e a poténcia dissipada por efeito Joule é
(Aav)’ _ o'y’
R 47°R
Como a energia se conserva, esta poténcia dissipada corresponde & variacdo da energia
cinética do cilindro por unidade de tempo. A energia cinética do cilindro é

P=

C

E =11a>2
2



1 o . ~
sendo [ zzma2 o momento de inércia do cilindro de massa m. A conservacido de

energia permite escrever
dE B a)2¢2 B ¢2

C

- 2p 2 Ec
dr 47°R 27°IR
e, finalmente,

dE E, 27°I R . mR
= ) com 7= ouainda |[7=——

(d) Para B=1T, e A=m*=47x10" m? vem ¢=4xx10" Wb. Por outro lado,
I=ma®/2=1x4x10*/2=2x10* kg m*e R =10 Q. Portanto,
4z’ x107

IT=—

1672%x107*

Sendo este o valor da constante de tempo, o cilindro, para parar ao fim de 10 minutos,
terd de existir um outro mecanismo de dissipagdo de energia.

=25000 s = 6,9 horas.



3. Datacao por carbono-14

A lei do declinio radioactivo escreve-se
N(t)=N,e™*
Por defini¢do, para f = Ty, (tempo de meia-vida) tem-se N = Ny/ 2:

N
0 _ -ATys
20 = N, e
2

Tomando logaritmos, ln(%) = ln(e_ﬂ”2 ) que € equivalente a

In(1)-1n(2)=-41,,,
e, finalmente,

A constante de decaimento é A =1n2/T;,, =1n2/5700 anos™':

A=1216x10" anos™.

(b) Admitindo que o fssil tinha, quando morreu, o mesmo teor de carbono-14 que o ser
vivo actual, podemos escrever

_ -t
Nf()ssil ([) - Nser vivo €

No caso em andlise, Ny, /N, ., =0,1 e portanto 0,1=e™* ou
.__n0.1)_ Inf0.1)
A 1,216x107*
e
t=1,89x10* anos.
(¢) Escrevemos agora e ¥ = 0.0006X Nt v , donde
Nser vivo
__In(0,0006) _  1n(0,0006)
A 1,216x107*
e
t = 61000 anos.
dN

(d) A actividade é R:—E:JNOe"M ou R=R,e™™ com R,=AN, (¢ R=AN).

Para N =10"” ¢ 1=3,856x107"* vem
R = 3856 desintegra¢cdes/segundo







4. Arrefecimento de atomos

a) De
1 my* = 3 kT
2
obtém-se
3k
v= p7
m

e, substituindo valores (a massa do 4tomo de sédio é m =3,819x107*° kg), vem

v =570 m/s.

(Nota: considerou-se a velocidade média igual a velocidade quadratica média.)

b)
o— <« AN
0 »X

A conservagdo do momento linear segundo a direccio do movimento permite escrever:
P final dtomo = P fotaot P inicial 4tomo

ou ainda A P somo= P fotio- Segundo o €ixo Ox, Apsome= —A/A = — Etomo/c pelo que a
variacdo da velocidade do 4tomo é

AV — _ Efolﬁo
mc

De acordo com a aproximagdo sugerida no enunciado, Efoo= Etransicio = Eexc —Efund =
—3,04+5,14 = 2,10 eV = 3,36 x107 J. A variacdo de velocidade em cada colisdo
frontal, Av = —E¢ya0/ mc, €, substituindo valores,

Av=-293%x10"2 m/s

Seriam necessdrias 570/(2,93x107%) = [1,94x10" colisdes.

¢) Vamos considerar todas as grandezas vectoriais projectadas na direc¢ao Ox.
(c.1) A energia cinética final do dtomo é

B = ] = =l 20, o] |0f )= i+ Sl 2, v+ o)

e, portanto,

AE, = —mlv,[|Av|+ %m|Av|2




(c.2) Desprezando o segundo termo na expressdo anterior AE, = —m|vi||Av| e usando o

fotdo

resultado da alinea (b), Av =— , encontra-se

mc
AE, _M =-1,9x10"°.
Efotﬁo c
(d.1) @) <\
0 »X

A conservacdo de momento linear permite concluir que a variacdo de velocidade do

mc
final do 4tomo depois de absorver o fotdo. A variagdo de energia cinética do dtomo é,
portanto,

atomo é, tal como encontrdmos na alinea (b), Av =— . Esta é, pois, a velocidade

fotdo

E2
AE, =

Cc

2 me?

Esta energia tem de ser fornecida pelo fotdo, 1020 Efoao=Eransicao+ AE,

2
1 E; .
fot :
Efotﬁo=Etransig:ﬁo + —— de onde se conclui que Efotéo>Etransig:éo
2 mc
E? ;
. transici _29 . - . e e . ~
(d.2) Como —% ~ —=22 =3728x10"" J, a variagdo de energia cinética do dtomo é
mc me
2
1 Etransigﬁo .
AE, =—————,ouseja
2
2 mc

AE. =1,64x107].

(d.3) Na emissdo do fotdo, tal como na absorcdo ha conserva¢do do momento linear.

—0 "

P inicial dtomo = P final dtomo + P fotdo =
0 >X

mv; =m Vit Peso

A velocidade inicial do 4&tomo aponta agora no sentido negativo de Ox. Vimos em (d.1)
fotdo

mc

que esta velocidade inicial é — . Como o fotdo € emitido no sentido positivo,

podemos escrever



E; _E

fotdo __ fotdo

my, +
c c
onde E; ¢ aenergia do fotdo emitido ( E,, € a energia do fotdo absorvido). Portanto,
’
_ Efotﬁo + Efotﬁo
Ve =—
mc

A variacdo da energia cinética do 4tomo é

’ 2 2
AE’ :lmv? _lmv? =lm (_ Efotﬁo +Efot§oj _(_ Efotﬁoj

mc mc
ou ainda
’ 72
AE’ — l 2Efot§oEfot§o + Efotﬁo
) 2 2
mc mc

e, finalmente, na aproximagao sugerida,
2

3 EX

A E; _ 2 " transicdo
c 7 2
mc

Esta variac@o de energia cinética na emissdo € o triplo da encontrada na alinea (d.2):

AE’ = 4,92x107].

(d.4) Devido ao processo de absor¢do e emissdo consecutiva, o d&tomo, inicialmente em
repouso, adquire uma energia cinética £, = AE_ + AEC' = 4,92><1O_29 + 1,64)(10'29 ou

E ==6,56x10""]

C

A temperatura correspondente é T = , ou seja

B

T=3uK .

Este valor ¢ muito pequeno (ordem dos microkelvins) pelo que o processo pode ser
desprezado no arrefecimento. S6 tem importancia préximo do zero absoluto (ndo sendo
possivel atingi-lo).
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