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Seleccao para as provas internacionais

Resolucao da Prova Tedrica

Duracao da prova: 4h

I Varios tépicos
1. Se a massa da Terra estiver uniformemente distribuida, a massa contida numa esfera
de raio r (r < R, em que R é o raio da Terra) é

M(r) = p%ﬂ'T‘g, (1)

em que p é a densidade da Terra. A lei de Gauss para o campo gravitico Gé
7{ G-ndS = —AnGM (2)
S
(G é a constante de gravitagdo universal e M é a massa contida dentro da regido

delimitada pela superficie S). Como o campo é radial e s6 depende da distancia ao
centro da Terra:

72 G- ndS = G(r)dnr?. 3)

Entao
G(r)amr? = —AxGM(r) = —47TG,0§7T7“3, (4)

isto 6,
6(r) =~ 2%, (5)

Como o ttunel é estreito, a sua existéncia ndo modifica o campo gravitico. Assim, dado
que a forca sobre o corpo de massa m quando este cai através do tunel é F = mg a

equacao de movimento é
47 pGm d*r
T T (6)

que é a equacao de um oscilador harménico de periodo
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A viagem de um lado ao outro da Terra corresponde a meio periodo, logo a sua duragao

s

[§]
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T
At = 3 = 2530 s ~ 42 min. (8)
2. Para o protao descrever uma érbita circular com velocidade constante em médulo a

forca de Lorentz (ﬁ = qU X E) sé pode ter componente centripeta. Isto significa que o



campo magnético tem de ser perpendicular ao plano da oérbita e, portanto, o médulo
de F' é F' = quB. Entao, a condicao para uma o6rbita circular de raio r é

2

quB = m% . (9)
A forga centripeta relativista é
p- (10)
logo o raio da érbita é
r= Vq";” . (11)

Um protao de 8 TeV tem quantidade de movimento

p="ymv = (%)2 — (me)? ~ 8 TeV/c, (12)

logo o raio da érbita “relativista” é:

p  8x10% x 1,6 x107¥ /3 x 108 3
= = =2,96 x 10 . 13
"= B 1,6x10-19 x 9 O T (13)
O resultado nao relativista, dado que a forga centripeta é
2
mu
e a quantidade de movimento do protao é
p=mv=V2mE, (15)

[©N

V2mE /2 x 1,67 x 10727 x 8 x 1012 x 1,6 x 1019
T = =

—45.4m. (16
B L,6x10-1 x 9 Am. (16)

O tinel “relativista” terda um perimetro de 18,6 km, enquanto o perimetro do tiinel nao-
relativista serd apenas 285 m. A relatividade sai cara na construgdo de aceleradores

. No interior da Mir a velocidade do ar é nula e a pressao atmosférica pode ser obtida

por

nRT _ nINgkgT _ kBTM
Vv Vv

em que n é o nimero de moles de ar, V' o volume que estas ocupam a temperatura

T, p é a densidade do ar e m é a massa molecular média do ar. No exterior da Mir a

pressao ¢é nula; aplicando a equacao de Bernoulli

P=

p
= kT — 17
B m: ( )

1 1
P+§p><02:()+§pv2, (18)

em que v é a velocidade de saida do ar através do buraco, obtemos

2P [2kgT
o= = 2B (19)
) m




A massa de ar perdida por unidade de tempo por um orificio de drea A é

dM 2kgT M 2kgT
- A= —pAy| =——A/ =-\M 2
dt P P m \% m AM, (20)

onde M é a massa total de ar no interior da Mir, V' é o volume que esta massa ocupa
(o volume interior da Mir) e A = A,/ 2k%T/V. Esta equacdo é semelhante & equagao
para o decaimento radioactivo, logo a sua solucao é

M = Mge™ M (21)

(Mp é a massa inicial de ar). Como P = kgTp/m = kgTM/(mV), a pressao no
interior varia de acordo com a mesma lei:

P = Ppe . (22)

Em 8 minutos a pressao no interior desceu de 750 mmHg para 675 mmHg, logo

750 1
675 = 750 %60 — N\ =] (—) =2,195 x 1074, 23
¢ "\675) 8% 60 . (23)

Entao,
m
A = NV 24
A 2kpgT (24)
29 x 1,66 x 10—27
= 2,195 x 1074 : 25
195 % 10 X390X\/2><1,38><1023><297 (25)
= 1,96 x 107% m?. (26)
. A forga gravitica entre o Sol e a Terra sé tem componente centripeta, logo

mM 472

G 7= mrw? = My (27)

em que m e M sao a massa da Terra e do Sol, respectivamente, r é a distancia média
entre o Sol e a Terra, w é a velocidade angular, T' é o periodo da érbita e G é a
constante de gravitagao universal. Sendo p a densidade média do Sol, M = %WR:S,O,
em que R é o raio do Sol. Entao

3 2 3
G477Rp a7 3T <]r%> ' (28)

32 T2 Gp

Como o periodo s6 depende da razao entre o raio médio da 6rbita e o raio do Sol e da
densidade média do Sol, nenhuma alteracao de escala de distancias leva a variagao do
periodo.

. Em qualquer instante a forca exercida sobre a particula é:
F=q(E+vxB). (29)

Decompondo esta equagao nas componentes escalares,

F, = quyB,
F, = —qu,B, (30)
F, =qF,



Aplicando a lei fundamental da dindmica, e fazendo B, = Be E, = E,

dv
quyB = md—tx
dv
—quyB = md—tx
dv,
E —
==
Da eq. 33,
dv, ﬂ
dt m’
e integrando esta equacao,
E
0a(t) — 0:(0) = L4 = 0, (1) = L4
m
=0
Derivando a eq. 31 e usando em 32,
dvy _ m dvq
dt  ¢B dt?
m?2 d?v,
—auv.B = —
o qB dt?
d*v,  (¢B)? B
dt? m2 0

Esta é a equacao de um movimento harménico simples cuja solugao geral é

vz (t) = Acos(wt + «),

— 4B
onde w = .

Inserindo a solucao para v, (t) na eq. 31, obtemos

quy(t)B = m(—wA) sin(wt + o) <=
vy(t) = —q%wA sin(wt + o = —Asin(wt + «)

Resumindo, as equagoes paramétricas do movimento sao:

v (t) = Acos(wt + )
vy(t) = —Asin(wt + )

No instante ¢t = 0, v4(t = 0) = vy e vy(t = 0) = 0, ou seja, Acosa =

0=a=0e A=y

(40)

(41)
(42)

(43)

vg € Asina =



Concluindo:
vz (t) = vg cos(wt)

vy(t) = —vg sin(wt) (44)
v.(t) = &y

Trata-se da composicao de um movimento circular no plano zy com um movimento
uniformemente acelerado na direcgao do eixo OZ.

Se a velocidade inicial da particula for paralela a OZ é ficil concluir que, nestas

.~ . , E . ,
condigoes, a velocidade apenas terd a componente v.(t) = vo + 4-t; o movimento é
rectilineo e uniformemente acelerado na direcgao do eixo OZ.

II Campos eléctricos e magnéticos

1. (a) Seja I (t) a corrente no solendide interior e I(t) a corrente no solenéide exterior

L () = 2kt
{ 1o(t) — ki (45)

Pelo principio da sobreposi¢ao, o campo B, no interior do solenéide de raio R é:
B (t) = ponly(t) + ponla(t) = pon x 2kt + pon x kt = 3uonkt, (46)

onde n é o numero de espiras do solendide. Este campo é coaxial com os solendides
e aponta para tras do plano da fig. 1. Na regido compreendida entre R e 2R, o
campo ¢ apenas o criado pelo solendide exterior:

By(t) = ponla(t) (47)
e tem a mesma direcgao e sentido de B,.

(b) O campo eléctrico induzido, & distancia r do eixo (posigao onde se encontra a
particula carregada) é devido as variagoes de fluxo magnético através da superficie
que se apoia na circunferéncia de raio r; aplicando a lei de Faraday:

. dd
E; - tdl = ——=2& 48
/ i (1)

O fluxo magnético é:

D ag = Sponkt x TR 4 ponkt x (7T'r2 — 7TR2) = ponkm (2R2 + 7“2) t.  (49)

Assim,
E;i(r,t) x 271 = —ponkn(2R? 4+ 12) (50)
k
Ei(r,t) = —F5= 2R +17). (51)
T



(c) A forca eléctrica sobre a carga coloca-a em movimento; como é uma forga cons-
tante, o movimento é uniformemente acelerado segundo a tangente a trajectoéria,

d
F =qF =ma; = me-. (52)
dt
Por outro lado, a forga magnética é responsavel pela trajectéria circular:
mu? qr
—— = quB & v(t) = —pgnkt (53)
r m
Assim,
dv gqr
— = —puonk 54
g pon (54)
Substituindo na eq. 52,
ponk 2 2\ _,_4r
X5 (2R +r ) = mmuonk, (55)
ou seja,
R+ =% = r =V2R (56)

IIT Mecanica

1. (a) Enquanto o ldpis nao desliza, o seu movimento é um movimento de rotacao em
torno da ponta. A velocidade angular deste movimento pode-se obter a partir da
conservagao da energia (como o ldpis nao desliza nao hé dissipacao de energia).

l(1-cos 8)2 )

______ gl ==

Figura 1: Diagrama de forgas que actuam sobre o lapis.

A energia potencial quando o l4pis estd inclinado de um angulo 6 em relacio a
vertical (fig. 1) é:

E,= mg% (1 —cos@) (57)



e a energia cinética é:

1
E,= §Iw2 (58)

em que w é a velocidade angular e I é o momento de inércia do ldpis em relacao
a um eixo que passa pela sua ponta. Este momento de inércia pode-se calcular
usando o teorema de Steiner, sendo dado por:

I, N 1,
I= Eml +m(2> —gml . (59)

A velocidade de rotacao na fase inicial do movimento é entao

3
w= Tg(l—cosﬁ). (60)
Para obter a aceleracao angular «, basta reparar que o momento total das forcas
que actuam sobre o lapis, calculado em relagdo ao ponto de contacto do lapis
com a mesa, € mg% sin 8, logo

B I . __mglsinf  3gsinf
Ia—m9551n9 = oa=s— = (61)

A soma “vectorial” da normal com o peso do ldpis é igual a massa do lapis
multiplicada pela componente vertical da aceleracdo. A componente vertical da
aceleracao tangenmal é 31mplesmente Lasin® e a componente vertical da ace-
leragao centripeta é 2w cos 6. Entao,

l
mg—N = m<2asm«9+ —w cos@) (62)
[ 3gsinf l 3g
m<2 5 Sln9—|—2l(1—cost9)cos¢9), (63)

donde se conclui que

;2
N = 3% ((:0520—(3089— SH; 0) +myg (64)
. (2cos29 —2cosf — (1 — cos? 49) + é> (65)
4 3
L) 29 _
= (9cos 0 60080—1—1), (66)
isto é,
—1\?2
N = mg (300520 ) (67)

A forca normal é sempre nao-negativa e anula-se quando cos f = % Como a forga
de atrito é proporcional a forca normal, se o lapis ainda nao tiver escorregado
quando fica inclinado de 70,5° (arccos %), escorregara de certeza quando chegar
a essa inclinacao.



(d)

Para determinar a forca de atrito é preciso simplesmente determinar a compo-
nente horizontal da aceleragao. De modo semelhante a alinea anterior basta
somar as componentes horizontais da aceleragao centripeta e tangencial:

ay = éa cos ) — éwQ sin 6 (68)
1 (3gsin® 3g )
= 3 < 5] cos — T(l—cos@)sm@) (69)
3
= Zg sinf (3cosf — 2) . (70)

A condicdo para haver deslizamento do lapis é:

|mag| > uN, (71)
logo

|3siné(3 cosf — 2)|
(3cosf — 1)

Para determinar o sentido do deslizamento é preciso saber o sinal de a,: se for
positivo, a forga de atrito aponta no mesmo sentido que a componente horizontal
da aceleracao tangencial do centro de massa do lapis. O deslizamento da-se no
entao no sentido contrario, o que significa que a, positivo indica que o lapis desliza
para o lado oposto ao da sua queda. Ora, a, é positivo sempre que cosf > %,
isto é, para inclinagoes inferiores a 48°. Mas s6 ha deslizamento se se verificar a
condigao (72)...

Designe-se o lado direito da inequagao 72 por f(6), isto é,

~ [3sinf(3cos b — 2)|

(72)

0 73
1) (3cosf —1)* (73)
Para angulos inferiores a 48°, esta funcao pode-se escrever
3sinf(3cosh — 2
£lo) = 25 ) (74

(3cos —1)?
e tem um maximo para 6 ~ 35°, como se pode verificar por inspecgao:

0 | f(9)
33° | 0.366847
34° | 0.369509
35° 1 0.370571
36° | 0.369778
37° | 0.366830

Ao valor maximo desta funcao corresponde um coeficiente de atrito estatico
terit = 0,37, o que significa que para u < 0,37 o deslizamento se d& no sentido
oposto ao da queda, e para pu > 0,37 o deslizamento se d& no sentido da queda.
O angulo para o qual ocorre o deslizamento é determinado pela condi¢ao (72).
A funcao f(0) esta representada na fig. 2. Da andlise do grafico conclui-se ainda
que, qualquer que seja o coeficiente de atrito, o lapis nao deslizard nunca quando
a sua inclinagao estiver entre 35° e 51°, visto que, nessa regiao, u < 0,37, o que
implica que o lapis ja teria deslizado. ..
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Figura 2: Gréfico da funcao f(6).
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