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Resolucgédo da prova Teorica

Duracéo da prova: 3H

I. Vérios topicos

a) Da expresséo F =G hF/;T =mg, onde R € o raio do planeta, M a sua massa e
m a massa de um corpo na superficie, resulta
M
I=Cxre

: : . . 4
Por outro lado, a massa, o raio, e a densidade relacionam-se através de M = EﬂRSp 0

que permite concluir que g é proporcional a Rp e escrever, portanto,
Jiu _ Rl PLia _
g RTerra pTerra

Podemos concluir que

PLua — RTerra 9L — 1 i
Prerra RLua g 0276

e, finalmente,

Pria = 0!62pTerra .

b) A equacdo da onda sinusoidal que se propaga da esquerda para a direita €:
.(x,1) = Asin(kx — ot)

onde ® = vk. A equacdo da onda que se propaga da direita para a esquerda é
é,(x,t) = Asin(kx + wt)

A onda que resulta da sobreposicdo de ¢; € ¢, €

¢ = ¢+, = Asin(kx — et ) + sin(kx + et )] = 2 Asin(kx) cos(at)



que é uma onda estacionaria: a energia ndo se propaga através dos nodos Ni, Ny, etc.
(figura 1.1).
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Figura 1.1
A equacdo dos nodos é kx=nz, n=...,-2,-1,0,1,2,..., (¢ é nulo para qualquer t) ou
seja,
x="" n=0xL%2,...
K
C) Com o interruptor K aberto o circuito dado é equivalente ao que se mostra na
figura 1.2.
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Figura 1.2

A corrente | é de 1 A. Na resisténcia R; ndo passa corrente.
Quando o interruptor estd fechado podem aplicar-se as leis dos nodos e das malhas.
Na figura 1.3 estéo definidas duas malhas.

R=10Q A R,=10Q
——VWW — NV ——
I, I I,
(\A R=100 F
|y Iy
|I B Il
E=10V E=10V
Figura 1.3

A lei dos nodos em A e a circulagdo nas malhas 1 e 2 (comecando em B) permite
escrever as seguintes equacoes:



lL=1,+1, L=l,+1, (1,=1
~10+101,+101,=0 {1, +1,=1 {1,=1
~101,+101,-10=0 | I,—I,=1 [l1,=0

As correntes procuradas sdo

l=1,=1 A, 15=0 Al

Note-se, no entanto, que os alunos do 12° ano ndo sabem as leis dos nodos e das
malhas (conhecem sim a lei de Ohm generalizada) pelo que ndo é previsivel que
resolvam a questdo da forma apresentada. Mas podem argumentar do seguinte modo.
Se entre A e B a resisténcia fosse zero (curto-circuito em vez de Rs, logo esses pontos
estariam ao mesmo potencial), as malhas 1 e 2 seriam circuitos independentes. Da
aplicacdo da lei de Ohm generalizada a cada circuito 1;=1,=1 A, concluindo-se entdo
que entre A e B (resisténcia zero) ndo passa corrente. Mas antes, quando K estava
aberto (resisténcia infinita entre A e B) também ndo passava corrente! Quer dizer,
nunca passa corrente entre A e B qualquer que seja o valor da resisténcia R; (entre
zero e infinito). O valor indicado para R3 é, pois, irrelevante. Tal situacdo deve-se a
simetria das malhas 1 e 2.

d) De R=AN podemos concluir que a actividade em func¢édo do tempo segue uma
lei idéntica a N, ou seja:

R=R,e"
Com R=13 desintegracfes por minuto e Ry=16 desintegracdes por minuto, e
logaritmizando ambos 0os membros da equacao anterior obtém-se

4
t=2tIn[ o :Qm(ﬁj,
R 12 13

[t =1730anos|

ou seja

e) A energia interna, que é uma grandeza extensiva, é aditiva:

AU = (n,c,, +Nn,C,,)AT
onde n; e n, sdo 0s numeros de moles dos gases monoatdmico e diatdmico e Cy; € Cy,
s80 as respectivas capacidades térmicas molares a volume constante. Como a mistura
é um gas ideal, também se pode escrever, para a mistura,

AU =(n, +n,)c, AT
onde ¢, é a capacidade térmica molar a volume constante da mistura. Dividindo as
duas equag6es membro a membro obtém-se
Cv — nlel + nZCVZ )

n,+n,

A capacidade térmica molar a volume constante da mistura é a média ponderada das
capacidades térmicas molares a volume constante dos gases presentes. Substituindo
valores,
n, =2mol,n, =1mol, c,, :§,cv2 =§,
encontra-se:



5
Cv=3R+—2R=ER.
3 6

Para um gas ideal, cp=c,+R, pelo que cp= % R . Finalmente,

_G 17
T

\

f)  Alei de conservacao da energia permite escrever

Mc? +hv=M"c’ +1M7u?,

onde u é a velocidade do nucleo excitado. Da conservacdo do momento linear,

hv «

—=Mu.

C

No expirito da aproximacdo ndo-relativista para a energia cinética, considera-se que
M nédo varia com a velocidade. Substituindo u, dado pela segunda equagéo, na
primeira equacado, obtém-se a seguinte equacao do segundo grau:

(M7c2f =M"c?(Mc? +hv)+1(hv) =0,
de onde se obtém

M*c? = Mc? +hvi\/(Mcz)2 +2MC2hv—(hv)2 _
- 2

como Mc?> hv, sé importa a raiz positiva:

e Methvey(Metf +2methy — (v
_ A |

No limite Mc?>> hv, tem-seM ™ =M .

I1. Electromagnetismo

a.l) A forca que uma carga g exerce sobre uma carga q' separadas de uma distancia
d é dada pela lei de Coulomb:

__1 99
4re, d?

Na situacdo apresentada, cada uma das cargas negativas estd sujeita a duas forcas,
ambas na direccdo radial: a que é exercida pela distribuicdo de carga positiva (forca
atractiva, que aponta para o centro, que designamos por F.); e a que é exercida pela
outra carga negativa (forca repulsiva, que aponta para o exterior, que designamos por
F_). A forca repulsiva é dada, de acordo com a lei de Coulomb, por
19

- Aze, 4r°

A forca exercida pela distribuicdo de carga positiva é dada por




F+ == . %
Argy T
onde Q' é a carga positiva contida numa esfera de raio r (o sinal — indica que a forca
aponta para o centro). De acordo com a lei de Gauss, 0 campo eléctrico criado pela
distribuicdo uniforme de carga positiva no ponto onde esta a carga negativa € radial e
igual ao que seria produzido pela carga pontual Q' localizada no centro da
distribuicdo. A densidade uniforme de carga na esfera de raio R encontra-se dividindo
a carga total da esfera, 2Q, pelo volume, 4 zR*. A carga Q' ¢, pois,

oo Q4 . 200"

47R° 3 R?

Substituindo na expressao de F. obtém-se

1 2Q7
Y 4rg, R

Da condicéo de equilibrio, F++ F_=0 resulta
Q' _ 20
4>  R?®

donde

R
r=—|
2

a.2) Convém desde logo reconhecer que a posicao de equilibrio que se acabou de
determinar corresponde a um equilibrio estavel. Na verdade, se um electrdo se afastar
do centro aumenta sobre ele a forca atractiva (pois aumenta r e F. é linear emr) e
diminui a forca repulsiva (pois o electrdo fica mais longe do outro electrdo). Ambos
os efeitos contibuem para que a particula fique sujeita a uma forca atractiva que a
tende a fazer regressar a posi¢do de equilibrio. Se r diminui aplicam-se 0s mesmos
argumentos para concluir que a forca aponta agora para fora.

Para estudar as pequenas oscila¢des radiais em torno da posicéo de equilibrio, faz-se

r:5+5,
2

introduz-se esta expressdo na da forca resultante F =F, +F_, e "lineariza-se" esta
forca (relativamente a 3). Assim,

F= 4Q2 ! . —%(Bm] (A)
o 4(§+5j

Usando o facto de 6<<R/2, podemos escrever

2 2
(B+5j zR—+ Ro
2 4



de acordo com a nota matemética (a+b)*~a’+2ab, se b<<a apresentada no enunciado.
O primeiro termo dentro no paréntesis na expressao da forca (A) pode entdo escrever-
se

~ e —
~

4(R j2~R2+4R5_R2 45 " R?

R

1 1 1 1 i(l 45)

n 1+
2+5 R

A Ultima igualdade escreve-se utilizando a outra nota matematica fornecida no
enunciado: 1/(1 + x)~ 1-x se x << 1 (e tem-se, de facto, 46<<R).
Usando o resultado anterior na expressao (A), obtém-se
E e Q? [1 45 1 25]2_ 6Q2
4rg,R®
A partir desta expressdo que estabelece uma relacdo linear entre a forca, F, e 0
deslocamento, &, podemos identificar a constante elastica:
6Q°

4rg, R®

A S k .
e a frequéncia angular para as pequenas oscilagdes é » =,|—, onde m é a massa do
m

electrdo, pelo que

b.1) O campo de indugdo magnética produzido por um fio infinito percorrido por
uma corrente lp a uma distanciar é

_. I, .
:/uO Oe¢ (A)

onde €,€ um versor em coordenadas cilindricas. O campo de indugdo magnética
produzido pela corrente 1 em qualquer ponto da corrente 2 é

sendo €, 0 versor na direcgdo do eixo y referido no enunciado.

De acordo com a lei de Laplace, a forca (infinitesimal) que se exerce sobre o elemento
dI de um fio condutor percorrido pela corrente i na presenca de um campo B é

dF =idl x B
Para a corrente 2, i =lpe dI = —dze,. A forca sobre cada elemento de comprimento
infinitesimal de 2 é entdo

- 1 15
dF = -0 gz 8, x&, =20

2V2rd 7 242md

Trata-se de uma forca repulsiva (em 2 aponta na direccdo positiva do eixo x). A
grandeza da forga que a corrente 1 exerce por unidade de comprimento do fio 2 é

dze,
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d_F: Holg
dz 2.2

Os campos de indugdo magnética produzidos em C por cada corrente sdo [ver

b.2)
equacéo (A) acima]:

w22
|
2_”0 0 _Eéﬁﬁéy
2 2 2
s _ Moo V2 2 -
s =——| —8& +—8,
27d | 2 2
|
o 7, 2,
2 2 2
O campo resultante, B=)"B, , é
i
> \/E,U0|0~
B = por CH

A normal ao quadrado delimitado pela espira, €,, varia no tempo de acordo

b.3)
com a expressao (ver figura 2.1)

8,(t)=—sinA(t)&, +cosa(t)e,

y A

(!
S

s

=< Y

Figura 2.1

O fluxo do campo de indugdo magnética através da superficie plana limitada pela
espira é (admite-se que o campo de indugdo magnética é constante em todos os pontos

dessa superficie de area 1)
2 2
$=1°B-¢, :%cose(t)z%cos[eosin(wt)]



d¢

A forca electromotriz, E, é o simétrico da derivada temporal deste fluxo, E = T

obtendo-se

_\/Eﬂolol2

E 0, wsin[@ysin(wt)|cos(wt) |.

I11. Mecanica
a) A velocidade de cada ponto do aro relativamente ao referencial do centro de
massa, V', é, em modulo, igual a velocidade do centro de massa. A sua direccao é
tangente a circunferéncia, tendo-se

V'=vg, (sin<9 €, —cosé éy).
No referencial do laboratdrio, a esta velocidade, soma-se a velocidade do centro de
massa:

V=Vey|L+sind)e, —cosd &, |

A velocidade € maxima no ponto mais alto do aro (6 = n/2): V =2v_,€,. No ponto
em contacto com o solo (6 = 3n/2) a velocidade V € nula.

b.1)  Actuam quatro forcas (figura 3.1): 0 peso, P, a tensdo, T , a reaccdo normal,
R, e a forca de atrito, Ifa . As forcgas tém as direc¢des e sentidos indicados. Contudo,

ndo € possivel, nesta fase, determinar se a forca de atrito (estatico, sublinhe-se), tem o
sentido indicado ou o oposto. SO a analise mais aprofundada da situacao [alinea b.3)]
permitira concluir que o sentido indicado é o correcto.

Figura 3.1

b.2) Como o ioid rola sem escorregar o ponto de contacto com o plano inclinado é
um ponto de repouso instantaneo. Relativamente a esse ponto (ou melhor, ao eixo
horizontal que passa por esse ponto) o i0i6 s tem movimento de rotacdo. O momento
de inércia em relagdo a esse eixo é, de acordo com o teorema de Steiner,

I, =4MR? + yMR? = (4 + y)MR?.



Designemos por «, a aceleragdo angular do i0id em relagdo a esse eixo de

rotagdo e por «, a aceleracdo da roldana relativamente ao seu eixo. Sendo I, = &MR?0

momento de inércia da roldana podemaos escrever relativamente ao seu movimento de
rotagdo (arbitra-se sentido positivo o da rotacdo no sentido horario, e portanto o
momento é positivo qundo é perpendicular ao papel e aponta para dentro):

3RT =1,
A aceleragdo angular do ponto P (ver figura 3.2) € a, = 3Re,, pelo que

9R?T = a,éMR? < 9T = a,éM (A)

Figura 3.2
Quanto a rotacdo do i0i6 em torno do eixo que passa por Q, tem-se
—3RT +2RMgsiné =a,l,

Substituindo T dado pela expresséo (A), usando a expressdo acima para I, e notando
que a aceleracdo de P’ é igual & de P e portanto ap- = ap = 3R, vem

—a,$+6gsind=a,(4+ y)
donde

6gsind
=T ®)
4+ y+¢&
Esta é a aceleragcdo do ponto P’ (que dista 3R) do eixo de rotacdo. A aceleracdo do
centro de massa do i0id (que dista 2R de Q) é Za,:

P

_ 4gsing
4+ y+ &

CM




Nota: o problema poderia ser resolvido considerando a rotacdo do i0id em relacdo ao
seu centro de massa e a translacdo do centro de massa.

b.3) Atensdo T obtém-se directamente de (A) e de (B):

_ 26Mgsing
34+ g+8)]

Para calcular a forca de atrito considere-se agora 0 movimento de translacdo do ioio.
A equacdo fundamental da dindmica escreve-se (a forca de atrito escreve-se
simplesmente F,: se resultar positiva aponta no sentido descendente; se negativa no
sentido ascendente)

-T+Psin@d+F, =Ma,

Usando os resultados acima obtidos para a tensdo e para a aceleracdo do centro de
massa, obtém-se
= 2éMgsing Mg sin 6 + 4Mgsinég
34+ y+&) 4+ y+&
donde

F, :—&Mgsine.
4+ y+&)

O sinal negativo nesta expressdo indica que a forga de atrito € no sentido ascendente
do plano inclinado (como se representa na figura 3.1).

b.4)  Considere-se que o i0i6 parte do repouso e 0 seu centro de massa percorre uma
distancia d. A variacdo da energia potencial do sistema € unicamente a variacdo da
energia potencial do i0i6 ja que a roldana so roda. Essa variacao €

AE, =-Mgdsin@

Por outro lado, a variacdo de energia cinética é igual a soma das energias cinéticas da
roldana e do ioid depois de este ter percorrido a distancia d. O tempo que demora a
percorrer esta distancia é

2d

aCM
Ao fim deste tempo a velocidade angular da roldana é @, =t x«, e a energia cinética
de rotagdo da roldana é [, = a, /(3R)]

t =

[ 6gsin® jz

2d 4+ y+¢ Mgd¢&sin @
—1ll@p?=1 2 =

Ecl -2 Ila)l 2§MR 4gS|n9 9R2 4+Z+§

4+ y+¢&




Considerando a velocidade de rotacdo do i0i6 em torno de Q ao fim do tempo t,
0, =txa,, e porque relativamente a esse ponto s6 ha rotacdo, a energia cinética do
i0i0 resulta igual a

Mgd(4+ y)siné@

4+ y+¢&

_1 2 _
E., =310, =

A variagéo da energia cinética do conjunto roldama mais ioi6 é

AE, =E_, +E_, =Mgdsiné
verificando-se, portanto,
AE, +AE, =0,
Ou Seja, a energia mecancia conserva-se.
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